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356. 


SUR UN CAS PARTICULIER DE LA SURFACE DU QUATRIÈME 
ORDRE AVEC SÉIZE POINTS SINGULIERS. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. Lxv. (1866), 
pp. 284—291.] 


Dans la note “sur la surface des ondes” (Liowville t. XI., 1846), [47], j'ai étudié 
sous le nom de tétraédroïde la surface du quatrième ordre douée de seize points 
singuliers, et qu'une transformation homogiaphique fait naître de la surface des ondes. 
Mon point de départ a été la propriété fondamentale suivante, 


“Le tétraédroïde est une surface du quatrième ordre, qui est coupée par les plans 
d'un certain tétraèdre suivant des paires de coniques par rapport auxquelles les trois 
sommets du tétraèdre dans ce plan sont des points conjugués. De plus: les seize 
points d’intersection des quatre paires de coniques sont des points singuliers de la 
surface, c’est-à-dire des points où, au lieu d'un plan tangent, il y a un cône 
tangent du second ordre.” 


Dans la même note j'ai reconnu l'existence de seize plans singuliers qui touchent 
chacun la surface suivant une conique. Il est intéressant d’examiner de quelle 
manière mes formules se rattachent à celles de M. Kummer dans ses belles recherches 
(Monatsbericht der Berliner Akademie für 1864, pp. 246—260 et 495—499) relatives 


à la surface du quatrième ordre douée de seize points singuliers. 


Partant des formules de M. Kummer il convient, pour plus de symmétrie, de 
changer les signes de a, f; puis en remarquant que dans l'équation (3) p. 250 on 
doit avoir (voir p. 496) +3cf au lieu de — cf, l'équation de la surface sera 

dr? + Gp? + epo? =? dps? + egs JE F de 
+ 2bcp°gr + 2cepq?s — 2fpr°s — 2efqrs° 
+ 2capq°r + 2afqr?s — 2cdqp°s — 2fdrps? 
+ 2abpqr? + 2bdrjÿs — 2aerçg°s — 2depys? — 4gpqrs = 0. 
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Pour donner les équations des seize plans singuliers de cette surface je pose d’abord 
pour abréger 


ad=a be=$8, cf=", 
et je détermine k au moyen de l’équation cubique 


yk’ +(—g— 3a +48 +y) k +(—g-— 3a- 4b +$y)k—a=0; 


puis j'introduis les quantités 


= +c nE kah pee 
“dl E p? 
/ a e 
pA TER RELS 
us. bonus 54 

COR ALL TEE +, 
; d e , 

Kan D EDP DU evo 


enfin je dénote par Pi, Qi, Ti, S1; Pa, Qos Ta S23 Pss Qs, Ts, Sg Ce que deviennent les quantités 
p, q, r, S en y substituant successivement pour k les trois racines kı, ka, k, de 
l'équation en 4. Cela posé, les seize plans singuliers sont donnés par les équations 


p =0, g=0, r=0,:8 =0, 
M=0, g=0, r=0, 8 =0, 
P2=0, qa =0, r:=0, s&=0, 
Ps=0, Q=0, r3=0, 83= 0. 


En prenant une ligne quelconque (Pı, Qu, Tı, &) et une colonne quelconque (r, ri, Te, rs), 
puis en omettant le terme commun 7,, on a une des seize combinaisons (Pı, Qi, Sis T, Tos T3) 
de six plans qui se rencontrent dans un des seize points singuliers. 


Supposons que les plans P, Sı, Tə, qs se rencontrent dans le même point, Pour 
; anp i Saiti Rs) 
que cette circonstance ait lieu il faut que la condition BED 
la même chose, k,(kı— k:)— (k— k;)=0 soit remplie; mais si cette condition est 
remplie, non seulement les plans (p, Sı, Tə qs) se rencontront dans le même point, mais 
aussi les plans (q, Pi, Sz, Ts), les plans (r, qi, Pz» Ss) et les plans (s, rı, qz, ps) se ren- 
contront dans le même point. L'équation k, (k, — ka) — (k: — k;) =0 appartient évidemment 
à un système de six équations, et l’une quelconque de ces équations donnerait un résultat 
semblable ; chacune de ces équations conduit, comme on va voir, à une certaine relation 
entre les quantités g, a, 8, y (ou g, a, b, c, d, e, f), relation en vertu de laquelle la 
surface générale du quatrième ordre douée de seize points singuliers se réduit au éétraé- 
droide. Pour former la relation dont il s’agit, il faut égaler à zéro le produit des six 
fonctions analogues à Æ4,(4—#k:)—(#k:—%k,). Je forme d’abord le produit des trois 
fonctions k; (k, — ka) — (ka — ks), kı (ka — ks) — (k; — ki), k:(k;—k)—(k—k), et en représentant 


=1 ou, ce qui est 
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pour un moment l'équation en k par ak +b#?+ck4+D=0, on trouve que le produit 
des trois fonctions est égal à 
P+QWVA=(b+c) (bc + 9 ad) — 6 (ac + bd) 
+(b+c—2a—20) vbr —4 bd — 4 ac + 18 ab — 27 a’, 


et en substituant pour a, b, t, à leurs valeurs 


a=y, Db=-g-dta+i+iy t=-g—-$fa-48+d4y, D=-a, 
on trouve, toute réduction faite, i 
P = — 29° + $g (2e — 10248) + 2 (8 — y) (y — a) (a — 8), 
'Q = — 29, 
A= gf—3g" (Ze —10%a8) — 4g (8 — y) (y — a) (a — 8) 
+ L (Br +1228 — 265428? + 2445y). 


Cela posé, ai cherchée est P? — ŒA =0, c’est-à-dire 
0=4(Pr- ŒA) =g. 4 (8 — y) (y — a) (a — 8) 
+9. 4(— ELB + 42028? — 2EB) 
+g . (8—y)(y—a)(a— 8) (Ze — 10Za8) 
+  2(8—7y)(y-a} (a =B}; 


cette équation, dans laquelle a= ad, B=be, y= cf, constitue la condition sous laquelle 
la surface de M. Kummer se réduit à un tétraédroïde. 


bN 


Je passe à présent à mes formules de 1846. En écrivant pour plus de commodité 
fe, g°, k, L, m, n au lieu de f, g, h, l, m, n, mon équation du tétraédroïde est 


E ÿ, À, uw |=0, 


a? i he ; g 2 
y? 3 he, ! FE: mê 
22 F Je nè 


ou, ce qui est la même chose, 
(4, PCF, FLD M: NY, YES wY} = 0, 
c’est-à-dire 
Aat + Byt + O2 + Dot + Fyre + Gea + Hey + 2 Lau? + Myw + 2N ew = 0, 
PE À 55 
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où les coefficients ont les valeurs 
A=2nrf", BE mtg, C=2%mh, D= feh, 
F=Ẹ ( P f? aa m?o? Pa nehe), {i fa ( fa La n° Ta nhe), 
G = m? (— aya re m?g? zA nehe), M pa g? (— BP f* + mèg? a neh?), 
H = n? (— Pf Md mèg? + nehe), N =}? (— Pf* LE m9? + nhe). 
Les coordonnées des seize points singuliers sont 
(0, th +9 t HER OAR EM), (ES EAD ED) TEL E En 0) 
et les équations des seize plans singuliers sont 


+ ny + me + fu = 0, 


tnad ., Ee +gw=0, 
tmatly . +hw=0, 
tfe +gythz . =0, 


où l’on donne des valeurs quelconques aux signes +. Pour comparer ces plans aux 
plans de M. Kummer j'écris le tableau 


p,q;T,8 . +ny-mz+fwl-ne . +lz+gw| ma-ly . +hw|- fz-gy- lz . 

Pool næ . + lz+gw| ma+ly . +hw|— fa-gy+hz . .  ny—=mz— fw 
Pas T2 S| -mæ— ly . +hw|— fe+gu=mhz . . nmyj+mz+fw|—-ng . + lz—gw 
Pas Us» Ta 83 ||  Jfæ—gy—he. . . —-ny-mz+fw|— nx . — lz+gw| mae-ly . —hw 


et j'obtiens les valeurs suivantes : 
pa. ny — mz + fw, 
q=- ng . + lz+ gu, 
r= ma—-ly . +hw, 
s=— fæ—gy— hz 


En résolvant ces équations par rapport à æ, y, z w et en posant pour abréger 
0=f+mg+nh, on trouve 


0x — hq + gr — ls, 
0y= hp . —fr—-ms, 
0z =—gp+fg : ns, 


w= lp+mq+nr ., 
valeurs qu'il sagit de substituer dans l'équation 
SA BCE Er, 6, À L, M, NŸYx, y, 2, w}=0 


de la surface dont il est question. 
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De lexpression de U en p, q, r,s je ne considère d’abord que le terme multiplié 
par p’@. Désignons par € le coefficient de p°g° dans &U, nous aurons 


C= 6f°9° x 2Pm°h? 6i? \ 
+ Glm? x 2f°9°h m Gr?) 
+ ef? x2P ( Pf- mgp- reh) | + PC PP-k) 
+ gk x 2m? (—Ef2+ Ji swks it P (PP k) 
+ h x 2n? (EF? — mèg? + nèh’) Le PEADES 
+e x Bfe mg nh) |+ e ( e-p-r) | 
+ ln xap (Ef+mg-ne) | |+ R Cé+ÿ-) 

+ (PF? + mg — Almfg) x 212 (—-Pf-ng +nle) j (+EP 4i) (— Ë — ÿ + ke) | 


les lettres t, 7, k étant introduites pour désigner les produits 
lf =i mg=), nh = k. 
Après toutes les réductions on obtient 
G= 2h" (+) — e}, =2 (0 +j +k i-jtky, = 20 (—i -j+ kY, 
pour le coefficient de p’g* dans &U, ou, ce qui est la même chose, 
k (—i— j+ ky 
pour le coefficient de p?ọ? dans 4U. 
En calculant de même les autres coefficients de 4@U et en écrivant pour abréger 
i—j-k= lf-mg-nh= a, 
—i+j—k=-lf+ mg-nh= 0, 
—i—j+k=-—lf—-mg+nh=c, 
l'équation transformée sera 
dog + grp? + hepa? + Pap? + meb? 2g 2g? + n?c?r°s? 
+ 29hbcp°qr + 2hmbcpq°®s — 2gnbcpr°s — 2mnbcqrs* 
+ 2hfcapq°r + 2fncagr?s — 2hlcagp’s — 2nlcarps* 
+ 2fgabpqr° + 2glabrp°s — 2fmabrq?s — 2lmabpqs* 
—(b—c)(c—a)(a—b)pqrs =0. 
En posant 
a'=fa, d =la, —4g =(b—c)(c—a)(a—b), 
b = gb, € =mb, 
o =ke f Eno, 
55—2 
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les quantités a’, b, d, d, e, f’, g sont liées par une relation. Pour en prouver 
l’existence on n’a qu’à faire 

ad =d, y (4 = B, of. = y 
et à se servir des expressions de a, b, c en f, g, h, l, m, n, alors on obtient 

— 2a = a (b +c), 

—28' =b (c + a), 

— 2y = c? (a+b), 

— 4g’ =(b — c) (c — a) (a — b), 
équations qui impliquent une relation entre «, 8’, y, g'; mais en supposant que 
a’, bV, C, d', €, f', g' soient des quantités qui satisfont à cette relation, il existe 
toujours des valeurs correspondantes de f, g, h, l, m, n, c’est-à-dire que l'équation du 
tétraédroïde est identique avec celle de M. Kummer toutes les fois que les coefficients 
a, b, c, d, e, f, g de cette dernière sont liés par une certaine relation. Ecrivons comme 
auparavant ad= a, be =, cf =", cette relation se trouve en éliminant a, b, c entre les 


équations 
— 2a = & (b+c), 


— 28 =b(c+a), 
— 2y =¢ (a +b), 
-4g =(b— 0) (c —a) (a — b), 


et il ne s’agit que de prouver l'identité de cette relation avec celle que nous avons 
trouvée ci-dessus par d’autres considérations. 


J'introduis les nouvelles notations 
a + B+ y=-4P, a+ b+ c=p, 
By+ya+aB=—-1Q, bc+ca+ab=a@, 
aBry =—1R, abe =f, 


je forme l'expression 
2 (B — y) = — (bc + ca + ab) (b— c), =—q (b — ¢), 
et les deux expressions analogues pour 2 (y— a), 2 (a — 8); jen déduis le résultat 
8 (8—7) (y— a) (a — 8) =- g° (b — c) (c — a) (a — b) ; 
enfin je note les équations 


(b— c} (c— a} (a — b} = — 4? + pae + 18pqr— 27r — Apr, 


P = pq — 3r, 
Q =g- 2pqr + 3r, 
R= pq, 
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qui donnent la transformation de leurs premiers membres en fonction de p, q, t; cela 
posé, et à l’aide de ces valeurs, on forme les égalités 


512 (8 — y) (y — a) (a — B) 9° =(— 4 + pg +18pgr-27r—4pr)g (b-c) (e—a) (a-b, 
256 (— DaB + 4548? — 25y) = 6P- pa —-18pqr+27+2pt)q (b-c) (c—a)}(a—b}, 
128(8—7y)(y—a)(a—B8)(Sa—102a8)9= (—120° +p +18pgr— 27r )g(b—c}(c—a)(a—b}, 

64 (B - Y} (y —- a} (a — 8} a © )g’ b—c) (c-a) (a—bF, 


lesquelles, multipliées par 1, 2, 1, 4, ajoutées ensemble et divisées par 128, conduisent à 
l'équation finale 


F- 4 (B — Y) (y — a) (a — R) 
+ 9.4 (— ELB + 4p — 25/8) 
+g. (8—7y)(y—a)(a— 8) (Ze — 102a) 
+ 26-79) (y-a}(a—-8ÿ =0, 


identique avec celle que l’on a trouvée ci-dessus, ce qui achève la démonstration que 
l’on avait en vue. 


Cambridge, 18 Mai, 1865. 
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